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Niech N = {0,1,2,...} bedzie zbiorem liczb naturalnych.

Liczbe naturalng p wiekszg od 1 nazywamy liczba pierwsza,
jezeli ma ona tylko dwa dzielniki 1 i p.
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Niech N = {0,1,2,...} bedzie zbiorem liczb naturalnych.

Liczbe naturalng p wiekszg od 1 nazywamy liczba pierwsza,
jezeli ma ona tylko dwa dzielniki 1 i p.

Kazdg liczbe naturalng wigksza od jednosci, ktéra nie jest
liczba pierwszg, nazywamy liczba ztozona.
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Niech N = {0,1,2,...} bedzie zbiorem liczb naturalnych.

Liczbe naturalng p wiekszg od 1 nazywamy liczba pierwsza,
jezeli ma ona tylko dwa dzielniki 1 i p.

Kazdg liczbe naturalng wigksza od jednosci, ktéra nie jest
liczba pierwszg, nazywamy liczba ztozona.

Liczby 0 i 1 nie zaliczamy ani do liczb pierwszych, ani do liczb
ztozonych.
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Podstawowe twierdzenie arytmetyki
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Podstawowe twierdzenie arytmetyki

Twierdzenie

Kazdg liczbe naturalna n > 1 nie bedacg liczba pierwsza,
mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb
pierwszych. Przedstawienia takie sq jednoznaczne z
doktadnoscia do kolejnosci czynnikdw.
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Podstawowe twierdzenie arytmetyki

Kazdg liczbe naturalna n > 1 nie bedacg liczba pierwsza,
mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb
pierwszych. Przedstawienia takie sq jednoznaczne z
doktadnoscia do kolejnosci czynnikdw.

Przyktad
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Podstawowe twierdzenie arytmetyki

Twierdzenie

Kazdg liczbe naturalna n > 1 nie bedacg liczba pierwsza,
mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb
pierwszych. Przedstawienia takie sq jednoznaczne z
doktadnoscia do kolejnosci czynnikdw.

Przyktad

2556 =5.51=5-3-17=38-5-17,
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Podstawowe twierdzenie arytmetyki

Twierdzenie

Kazdg liczbe naturalna n > 1 nie bedacg liczba pierwsza,
mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb
pierwszych. Przedstawienia takie sq jednoznaczne z
doktadnoscia do kolejnosci czynnikdw.

Przyktad
255=5.51=5-83-17=3-5-17,
5513 = 37 - 149,
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Podstawowe twierdzenie arytmetyki

Twierdzenie

Kazdg liczbe naturalna n > 1 nie bedacg liczba pierwsza,
mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb
pierwszych. Przedstawienia takie sq jednoznaczne z
doktadnoscia do kolejnosci czynnikdw.

Przyktad

255=5.51=5-83-17=3-5-17,
5513 = 37 - 149,

1011709 = 3761 - 269.
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Oto poczatkowe, kolejne liczby pierwsze w uporzagdkowanym
zbiorze liczb naturalnych:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59, 61,67, 71,
73,79,83,89,97,101,103,107,109,113, 127,131,137, 139, 149,
151,157,163,167,173,179,181,191,193, 197,199,211, 223, 227,
229, 233,239,241,251,257,263,269, 271, ...
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lle jest liczb pierwszych?
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lle jest liczb pierwszych?

Twierdzenie

W zbiorze N liczb naturalnych istnieje nieskoriczenie wiele liczb
pierwszych.
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lle jest liczb pierwszych?

Twierdzenie
W zbiorze N liczb naturalnych istnieje nieskoriczenie wiele liczb
pierwszych.

Dowadd Euklidesa: Zatézmy, ze istnieje skonczona liczba liczb
pierwszych. Zatem pq, ..., pm S8 wszystkimi liczbami
pierwszymi. Przyjmijmy P = py - ...- pm + 1 i niech p bedzie
dzielnikiem pierwszym liczby P. Wtedy p nie moze by¢ zadng z
liczb p1, ..., pm, gdyz w przeciwnym przypadku liczba p = p;

dzielitaby réznice P —p; - ... - pm = 1,|,c|‘19 j‘el‘st niemozliwe.
Zatem p jest jeszcze jedng liczbg @w&zqskeotrzymujemy

sprzecznos¢ z przyjetym zatozeniem. Ol

v
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Dowod

Dowod Kummera: Przypusémy, ze liczb pierwszych jest tylko
skonczenie wiele: py,...,pm. NiechN=p;-... - py > 2.
Poniewaz liczba N — 1 jest iloczynem liczb pierwszych, wiec ma
peW|en czynnik pierwszy p; wspolny z liczbg N; zatem p; dzieli
— (N —1) =1, co daje sprzecznos¢. O

|

<
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Dowod Kummera: Przypusémy, ze liczb pierwszych jest tylko
skonczenie wiele: py,...,pm. NiechN=p;-... - py > 2.
Poniewaz liczba N — 1 jest iloczynem liczb pierwszych, wiec ma
peW|en czynnik pierwszy p; wspolny z liczbg N; zatem p; dzieli
— (N —1) =1, co daje sprzecznos¢. O

Obecnie, najwiekszg znang liczbg pierwszg jest
082589933 __ 1
ma 24862048 cyfr w rozwinieciu dziesietnym. Odkrycia tej

liczby, dokonat Patrick Laroche z Florydy w ramach projektu
Great Internet Mersenne Prime Se ch.&ﬁIMPS)
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Liczby Mersenne’a

Liczby postaci M, = 2" — 1, gdzie n jest liczba naturalng
wiekszg lub rowng 2 nazywamy liczbami Mersenne’a.

Odkryta liczba 282589933 _ 1 jest pie¢dziesigtg pierwszg tzw.
liczbg pierwszg Mersenne’a. Jednak nie kazda liczba tej
postaci jest pierwsza. Aby tak byto, warunkiem koniecznym
jest, aby n byto rowniez liczbg pierwsza. Warunek ten nie jest
wystarczajgcym, poniewaz My = 23 - 89. Zaleznos$¢ te odkryt
w XVII wieku francuski matematyk Mayin Mersenne.
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Liczby Fermata

Liczbe catkowitg postaci F, = 22" 4 4, gdzie n € N*, nazywamy
liczbg Fermata.
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Liczby Fermata

Liczbe catkowitg postaci F, = 22" 4 4, gdzie n € N*, nazywamy
liczbg Fermata.

Hipoteza Pierre de Fermata:

Hipoteza

Kazda liczba F,, = 22" + 1 jest liczbg pierwsza.
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Liczby Fermata

Liczbe catkowitg postaci F, = 22" 4 4, gdzie n € N*, nazywamy
liczbg Fermata.

Hipoteza Pierre de Fermata:

Hipoteza

Kazda liczba F,, = 22" + 1 jest liczbg pierwsza.

Liczby: Fo =3; F1 =5; F, =17; F3 = 257; F4, = 65537 sg
liczbami pierwszymi.
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Liczby Fermata

Liczbe catkowitg postaci F, = 22" 4 4, gdzie n € N*, nazywamy
liczbg Fermata.

Hipoteza Pierre de Fermata:

Hipoteza

Kazda liczba F,, = 22" + 1 jest liczbg pierwsza.

Liczby: Fo =3; F1 =5; F, =17; F3 = 257; F4, = 65537 sg
liczbami pierwszymi.

W roku 1752 Euler udowodnit, ze F5 = 641 - 6700417 dzieli sie
przez 641, zatem hipoteza Fermata nie jest prawdziwa.
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Liczby Fermata

Liczbe catkowitg postaci F, = 22" 4 4, gdzie n € N*, nazywamy
liczbg Fermata.

Hipoteza Pierre de Fermata:

Hipoteza
Kazda liczba F,, = 22" + 1 jest liczbg pierwsza.

Liczby: Fo =3; F1 =5; F, =17; F3 = 257; F4, = 65537 sg
liczbami pierwszymi.

W roku 1752 Euler udowodnit, ze F5 = 641 - 6700417 dzieli sie
przez 641, zatem hipoteza Fermata nie jest prawdziwa.

W roku 1730 Christian Goldbach udowgadnit, ze:

technika

Twierdzenie
Liczby Fermata dla n > 0 sg parami wzglednie pierwsze.
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Jak rozpoznac, czy liczba naturalna jest pierwszg?

Sito Eratostenesa
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Jak rozpoznac, czy liczba naturalna jest pierwszg?

Sito Eratostenesa
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Jak rozpoznac, czy liczba naturalna jest pierwszg?

Sito Eratostenesa

3579 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31...
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Jak rozpoznac, czy liczba naturalna jest pierwszg?

Sito Eratostenesa

3579 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31...
57 11 13 17 19 23 25 29 31 35 37 41 43 47 49 ...
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Jak rozpoznac, czy liczba naturalna jest pierwszg?

Sito Eratostenesa

3 9 11 13 156 17 19 21 23 25 27 29 31...
1

57
57 11 13 17 19 23 25 29 31 35 37 41 43 47 49 ...
7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 49 53...

~_ Politechnika
/Y Warszawska

Katarzyna Matczak TAJEMNICE LICZB PIERWSZYCH



Jak rozpoznac, czy liczba naturalna jest pierwszg?

Sito Eratostenesa

3579 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31...
57 11 13 17 19 23 25 29 31 35 37 41 43 47 49 ...
7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 49 53...

11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 ...
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Jak rozpoznac, czy liczba naturalna jest pierwszg?

Sito Eratostenesa

3579 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31...
57 11 13 17 19 23 25 29 31 35 37 41 43 47 49 ...
7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 49 53...

11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 ...

13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59...
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Jak rozpoznac, czy liczba naturalna jest pierwszg?

Sito Eratostenesa

3579 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31...
57 11 13 17 19 23 25 29 31 35 37 41 43 47 49 ...
7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 49 53...

11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 ...
13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59...

17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59...
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Jak rozpoznac czy liczba naturalna jest pierwsza?
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Jak rozpoznac czy liczba naturalna jest pierwsza?

Twierdzenie
Kazda liczba ztozona n ma dzielnik mniejszy lub réwny +/n.
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Jak rozpoznac czy liczba naturalna jest pierwsza?

Twierdzenie
Kazda liczba ztozona n ma dzielnik mniejszy lub réwny +/n.

Mate twierdzenie Fermata

Twierdzenie

Jezeli p jest liczbg pierwszg, zas a jest liczbg catkowitg, to
aP = a (mod p). W szczegdinosci, jezeli p nie dzieli a, to
a*~' =1 (mod p).
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Jak rozpoznac czy liczba naturalna jest pierwsza?

Twierdzenie

Kazda liczba ztozona n ma dzielnik mniejszy lub réwny +/n.

Mate twierdzenie Fermata

Twierdzenie

Jezeli p jest liczbg pierwszg, zas a jest liczbg catkowitg, to
aP = a (mod p). W szczegdinosci, jezeli p nie dzieli a, to
a*~' =1 (mod p).

Twierdzenie Wilsona

Twierdzenie
Jezeli p jest liczbg pierwsza, to

2\ Politechnika
/F \Varszawska

(p—1)! = —1 (mod p).
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Funkcja 7(x)

Postulat Josepha Bertranda udowodniony w 1852 przez
Pafnutija Czebyszowa:

Twierdzenie

Dla kazdej liczby naturalnej n € N wigkszej od lub rownej 1
istnieje przynajmniej jedna liczba pierwsza wieksza od n i
mnigjsza lub réwna 2n.
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Funkcja 7(x)

Postulat Josepha Bertranda udowodniony w 1852 przez
Pafnutija Czebyszowa:

Twierdzenie

Dla kazdej liczby naturalnej n € N wigkszej od lub rownej 1
istnieje przynajmniej jedna liczba pierwsza wieksza od n i
mnigjsza lub réwna 2n.

Dla dowolnej liczby naturalnej x > 0 przez w(x) oznaczymy
liczbe takich liczb pierwszych p, Zze p < x
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Funkcja 7(x)

Postulat Josepha Bertranda udowodniony w 1852 przez
Pafnutija Czebyszowa:

Twierdzenie

Dla kazdej liczby naturalnej n € N wigkszej od lub rownej 1
istnieje przynajmniej jedna liczba pierwsza wieksza od n i
mnigjsza lub réwna 2n.

Dla dowolnej liczby naturalnej x > 0 przez w(x) oznaczymy
liczbe takich liczb pierwszych p, Zze p < x

m(10) =4; Vrssavsha
7(100) = 25,
7(1000) = 168.



Wrtasnosci funkcji 7(x):
Vnen+ m(2n) > (n),

Vns5 m(2n) — m(n) > 2,
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The number of arimes kess than x

T

e
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The number of primes less than x

150
1004 O
501
0o 200 400 500 800 1000
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X (X) x/m(x) | przyrost

10 4 2,5 2,5
100 25 4 1,5
1000 168 6 2

10000 1229 8,1 2,1

100000 9 592 10,4 2,3
1000000 || 78 498 12,7 2,3
10000000 || 664 579 115 2,3
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37—36—35—34—33—32—-31
3-&'3 17—16—15—14—13 30
39 112 5— 4— 3 1£ 29
0 19 6 1—2 11 2
41 zé: }— 8— 9—1t|;: 27
42 2'1—22—23—24—25—2"1%
4;—44—45—45—4?—43—49. s

Rysunek: Spirala Ulama

Graficzna metoda pokazywania pewnych niewyjasnionych do
dzi$ prawidtowosci w rozktadzie Iicgpmmgzych,
zaproponowana przez polskiego matematyka Stanistawa
Ulama w 1963 roku.
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Pewne prawidtowosci
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Rysunek: Spirala Ulama
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Liczby pierwsze blizniacze
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Liczby pierwsze blizniacze

to takie liczby pierwsze, kt6rych
roznica jest rowna 2, tzn. liczby p i p + 2 sa pierwsze.
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Liczby pierwsze blizniacze

to takie liczby pierwsze, kt6rych
roznica jest rowna 2, tzn. liczby p i p + 2 sa pierwsze.
3i5, 5i7, 11113, 17i19, 29131, 41i43, 59i61, 71i73,
1011103, 1071109, 1371139, 149i151, 1791181, 191
193, 1971199, 227229, 239241, 269271, 281 i 283,
3111313, 3471349, 419i421, 4311433, 4611463, 521 i
523, 569571, 599601, 617619, 641i643, 659661,
809811, 821823, 827829, 857859, 881i883, 1019
1021, 10311033, 10491051, 1061 i 1063, 1091 i 1093,
115111153, 122911231, 127711279, 128911291, 1301 i
1303, 131911321, 142711429, 14511453, 1481 i 14883,
148711489, 16071609, 16191621, 1667 i 1669, 1697 i
1699, 172111723, 178711789, 187%ii.4843, 187711879,
19311933, 19491951, 1997 i 19987
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Najwieksze znane dzis liczby blizniacze (2016)

2996863034895 - 21290000 1 { majg 200700 cyfr.

~_ Politechnika
/Y Warszawska

Katarzyna Matczak TAJEMNICE LICZB PIERWSZYCH



Najwieksze znane dzis liczby blizniacze (2016)

2996863034895 - 21290000 1 { majg 200700 cyfr.

Hipoteza

Istnieje nieskonczenie wiele par liczb pierwszych blizniaczych.
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Najwieksze znane dzis liczby blizniacze (2016)

2996863034895 - 21290000 1 { majg 200700 cyfr.

Hipoteza

Istnieje nieskonczenie wiele par liczb pierwszych blizniaczych.

W 1966 roku Chen Jingrun udowodnit nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie

Istnieje nieskoriczenie wiele par liczb (p, p + 2), takich Ze p jest
liczba pierwszg a liczba p + 2 jest albo pierwszg albo jest
iloczynem dwoch liczb pierwszych. - politechnika
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W roku 2005 Green-Tao udowodnili twierdzenie:

Twierdzenie

Dla dowolnej liczby naturalnej n istnieja skonczenie dtugie,
dfugosci n ciagi arytmetyczne liczb pierwszych.

Terence Tao w 2006 roku uzyskat nagrode Fieldsa.
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Powyzsze twierdzenie oznacza, ze dla dowolnej liczby
naturalnej nistniejg liczba pierwsza p oraz liczba naturalna r,
takie ze:

p, p+r,p+2r, ..., p+(n—"1)r
sg liczbami pierwszymi.
Ciggi arytmetyczne liczb pierwszych

Ciggi arytmetyczne liczb pierwszych

(3,5,7), (3,7,11), (5,11,17,23,29), (5,23,41,59).
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Powyzsze twierdzenie oznacza, ze dla dowolnej liczby
naturalnej nistniejg liczba pierwsza p oraz liczba naturalna r,
takie ze:

p, p+r,p+2r, ..., p+(n—"1)r
sg liczbami pierwszymi.
Ciggi arytmetyczne liczb pierwszych

Ciggi arytmetyczne liczb pierwszych

(3,5,7), (3,7,11), (5,11,17,23,29), (5,23,41,59).

Znane sg przykfady ciggow 25-wyrazowych i jeden
26-wyrazowy. Najwieksza znana obecnie dwudziestoszescio
elementowa sekwencja liczb spetniajgca nasze twierdzenie
zaczyna sig od liczby 43142746595714191.ma roznice miedzy
kolejnymi elementami réwng 5283234835979900.
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Powyzsze twierdzenie oznacza, ze dla dowolnej liczby
naturalnej nistniejg liczba pierwsza p oraz liczba naturalna r,
takie ze:

p, p+r,p+2r, ..., p+(n—"1)r
sg liczbami pierwszymi.
Ciggi arytmetyczne liczb pierwszych

Ciggi arytmetyczne liczb pierwszych

(3,5,7), (3,7,11), (5,11,17,23,29), (5,23,41,59).

Znane sg przykfady ciggow 25-wyrazowych i jeden
26-wyrazowy. Najwieksza znana obecnie dwudziestoszescio
elementowa sekwencja liczb spetniajgca nasze twierdzenie
zaczyna sig od liczby 43142746595714191.ma roznice miedzy
kolejnymi elementami réwng 5283234%35979900. Jarostaw
Wroblewski odkryt w 2007 roku cigg arytmetyczny liczb
pierwszych 24-wyrazowy.
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Hipoteza Goldbacha, Eulera

Hipoteza Goldbacha

Hipoteza

KaZzda liczba naturalna nieparzysta n > 5 jest suma trzech liczb
pierwszych.

2 Politechnika
/[’ Warszawska
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Hipoteza Goldbacha, Eulera

Hipoteza Goldbacha

Hipoteza

KaZzda liczba naturalna nieparzysta n > 5 jest suma trzech liczb
pierwszych.

Hipoteza Eulera

Hipoteza

Kazda liczba parzysta n > 4 jest suma dwdch liczb pierwszych.

i Politechnika
/\’/ Warszawska
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Chen Jingrun udowodnit stabszg wersje hipotezy Goldbacha.
Pokazat, ze kazdg liczbe naturalng parzysta wiekszg od liczby
2 mozna przedstawic jako sume dwdch liczb naturalnych, gdzie
jeden sktadnik jest liczbg pierwszg, zas drugi sktadnik sumy

moze by¢ liczbag poétpierwsza.

~_ Politechnika
/Y Warszawska
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Chen Jingrun udowodnit stabszg wersje hipotezy Goldbacha.
Pokazat, ze kazdg liczbe naturalng parzysta wiekszg od liczby
2 mozna przedstawic jako sume dwdch liczb naturalnych, gdzie
jeden sktadnik jest liczbg pierwszg, zas drugi sktadnik sumy

moze by¢ liczbag poétpierwsza.

Hipoteza Eulera

18=5+13, 32=3+29=13+19, 36=17+19

Obliczeniowo pokazano, ze hipoteza Eulera jest prawdziwa dla
liczb mniejszych niz 1078, o

/Y Warszawska

Katarzyna Matczak TAJEMNICE LICZB PIERWSZYCH



Tajemnice...

Politechnika
Warszawska
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Tajemnice...

@ Jaka jest sekwencja liczb pierwszych w zbiorze liczb
naturalnych?

~_ Politechnika
/" Warszawska
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Tajemnice...

@ Jaka jest sekwencja liczb pierwszych w zbiorze liczb
naturalnych?

@ Czy istnieje wzér, ktéry pozwala wylicza¢ (nie koniecznie
kolejne) tylko liczby pierwsze?

~_ Politechnika
/Y Warszawska
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@ Jaka jest sekwencja liczb pierwszych w zbiorze liczb
naturalnych?

@ Czy istnieje wzér, ktéry pozwala wylicza¢ (nie koniecznie
kolejne) tylko liczby pierwsze?

@ Czy istnieje nieskonczenie wiele par liczb pierwszych
blizniaczych?
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Tajemnice...

@ Jaka jest sekwencja liczb pierwszych w zbiorze liczb
naturalnych?

@ Czy istnieje wzér, ktéry pozwala wylicza¢ (nie koniecznie
kolejne) tylko liczby pierwsze?

@ Czy istnieje nieskonczenie wiele par liczb pierwszych
blizniaczych?

@ Czy istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych
Fermata?
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Tajemnice...

@ Jaka jest sekwencja liczb pierwszych w zbiorze liczb
naturalnych?

@ Czy istnieje wzér, ktéry pozwala wylicza¢ (nie koniecznie
kolejne) tylko liczby pierwsze?

@ Czy istnieje nieskonczenie wiele par liczb pierwszych
blizniaczych?

@ Czy istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych
Fermata?

@ Czy istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych
Mersenne’a?
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Tajemnice...

@ Jaka jest sekwencja liczb pierwszych w zbiorze liczb
naturalnych?

@ Czy istnieje wzér, ktéry pozwala wylicza¢ (nie koniecznie
kolejne) tylko liczby pierwsze?

@ Czy istnieje nieskonczenie wiele par liczb pierwszych
blizniaczych?

@ Czy istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych
Fermata?

@ Czy istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych
Mersenne’a?

@ Czy prawdziwa jest hipoteza Goldbagcha, Eulera?

/Y Warszawska
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Jak zyskac stawe i zarobi¢ milion dolaréw?

~_ Politechnika
/Y Warszawska
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Jak zyskac stawe i zarobi¢ milion dolaréw?

@ Znalez¢ algorytm szybko rozktadajgcy liczbe catkowitg na
iloczyn liczb pierwszych.

~_ Politechnika
/Y Warszawska
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Jak zyskac stawe i zarobi¢ milion dolaréw?

@ Znalez¢ algorytm szybko rozktadajgcy liczbe catkowitg na
iloczyn liczb pierwszych.

@ Udowodni¢ hipoteze Goldbacha.
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Jak zyskac stawe i zarobi¢ milion dolaréw?

@ Znalez¢ algorytm szybko rozktadajgcy liczbe catkowitg na
iloczyn liczb pierwszych.

@ Udowodni¢ hipoteze Goldbacha.
@ Podac¢ wzor wyliczajacy tylko liczby pierwsze.
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Jak zyskac stawe i zarobi¢ milion dolaréw?

@ Znalez¢ algorytm szybko rozktadajgcy liczbe catkowitg na
iloczyn liczb pierwszych.

@ Udowodni¢ hipoteze Goldbacha.
@ Podac¢ wzor wyliczajacy tylko liczby pierwsze.
@ Udowodni¢ hipoteze Riemmena.

~_ Politechnika
/Y Warszawska
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Dziekuje za uwage.

Politechnika
Warszawska

JEMNICE LICZB PIERWS:



